MPSI du lycée Rabelais semaine du 3413 février 2016
TECHNIQUES & METHODES S03

NB : cette fiche reprend les techniques nécessaires minimales; elle ne constitue donc pas un objectif, mais un prérequis!

ETUDE DE FONCTIONS

Le plan d’étude d’une fonction est comme suit :

Ensemble de définition, ensemble d’étude

Etude de la continuité (si nécessaire)

Etude de la dérivabilité (si nécessaire)

Variations

Etude des limites aux bornes de 'ensemble de définition
[6] Tracé de la courbe représentative I'¢.

= s m Domaine de définition et domaine d’étude

Domaine de définition

La fonction a étudier est construite & par opérations, a partir de fonctions usuelles.
Vous en déduisez le domaine de définition Df de f. En général, les théoremes ”OPA” sur les fonctions continues ou
dérivables permettent directement a la continuité et a la dérivabilité de f.

Exemple : f(z) = In[x(z — 1)] est définie et de classe C* sur | — oo, 0[U[1, +o0].

Domaine d’étude
Lorsque f est T-périodique, on peut restreindre I’étude & un intervalle de longueur 7', par exemple D¢ N[0, T, et
compléter par symétrie.
I est possible de restreindre le domaine d’étude lorsque f est paire, impaire. Plus généralement, s’il existe a € Dy tel
que
> si pour tout z, f(2a —x) = f(z), alors la droite d’équation x = a est axe de symétrie de I'y. On peut restreindre
Iétude & Dy N [a, +o0[ et compléter ensuite par symétrie.

> si pour tout x, f(2a—2x) = 2f(a)— f(x), alors le point A(f(ac;) est centre de symétrie de I'y. On peut restreindre

Iétude & Dy N [a, +o00[ et compléter ensuite par symétrie.

Exemple : La fonction f(z) = sin? x cos 2z est de classe C> sur R par opérations algébriques. De plus, f est paire et
w-périodique. On restreint I’étude & [0, 7/2].

=nn Etude de la continuité aux points particuliers

Parfois les théoremes ”OPA” sur les fonctions continues ne permettent pas de conclure. Des études particulieres
sont alors nécessaires. C’est le cas, notamment, lorsque la fonction f est définie par des expressions différentes a gauche
et a droite d’un point a.

1—Inz) si >0
Exemple : Soit f: R — R défini = R* [ :
xemple : Soit f: R — R définie par f(0) = 0, et pour tout = € R*, f(z) { si(l-1/2) si z<0

En ce cas, vous utilisez les limites a droite et a gauche :

Proposition.— si f est définie au point a.
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lim f(z) = f(a) — { o Tim f(z) ; f(a)

Exercice 9 : Etudiez la continuité de la fonction définie dans I’exemple précédent.

Exercice 10 : Etudiez la continuité de la fonction f : R — R définie par
pour tout z € R, f(z) = |z] + Vz — |z]

=nn Etude de la dérivabilité

Comme pour la continuité, la question est souvent réglée par OPA sur des fonctions dérivables. Néanmoins, une
étude particuliere est parfois nécessaire.

Pour étudier la dérivabilité en un point a du domaine Zle définition, vous pouvez



f(z) = f(a)

e revenir & la définition et étudier la limite des taux de variations

T —a
e étudier les dérivées a gauche et a droite au point a : lorsqu’elles existent et sont finies, il s’agit des limites :
/ fx) = fla) . f@) — f(a)
a) = lim —————= et f;(a) = lim ————=
fg( ) T—a~ T — fd( ) r—at r—a

Proposition.— S’il existe d € R tel que f;(a) = fj(a) = d, alors

f est dérivable au point a et f'(a) = d.

Vocabulaire : Si f;(a) et f;(a) existent mais sont différentes, on dit que le graphe de f présente un point anguleuz.

Exercice 11 : Etudiez la dérivabilité de f(z) = /23(2 — ).

Théoreme.— Soit f : I — R une fonction continue dans I et dérivable dans I\ {a}.

e S'il existe d € R tel que lim f'(z) = d, alors f est dérivable a gauche au point a et f;(a) = lim f'(z).
r—a~

T—ra—
e Si lim f/(z) = +oo, alors f n’est pas dérivable & gauche en a et lim M
r—a— r—a— r—a

= +o00.

Remarque : On a bien str un énoncé analogue pour la dérivée a droite.

= = m Variations
Vous résolvez I'inéquation f’(z) > 0. Vous en déduisez, grace au Théoreme 77, les variations de f.

Exercice 12 : Etudiez les variations de f(z) = z + 1/3z(8 — ).

=nn Etude aux bornes

L’étude des branches infinies sert a préciser l'allure de la courbe représentative d’une fonction au voisinage des
bornes de intervalle. Ces bornes peuvent étre réelles ou infinies. Nous distinguons deux notions : les asymptotes et
les branches paraboliques.

mmn Si ¢ est une borne réelle du domaine de définition
11 s’agit de d’étudier lim f(z), oll a est une borne réelle du domaine de définition. On
r—a

suppose de plus que f n’est pas définie au point a.

Définition : S’il existe un nombre réel £ € R tel que lim f(x) = £, on dit que [ est
r—a

prolongeable par continuité au point a.

Définition : On dit que la droite d’équation © = a est asymptote verticale & €y si
lim f = +o0.

r—a

Exemple : La fonction In(z — 2) + 2 sinz admet la droite d’équation = = 2 comme
asymptote verticale.

mnn Si +0o est une borne du domaine de définition

Asymptote horizontale

Définition : On dit que la droite d’équation y = £ est asymptote horizontale en
+o00 ¢ GF si lim f(x) ="
r—r+00

On dit que la droite d’équation y = { est asymptote horizontale en —oco a €y si
lim f(z) ="
r——00

Exemple : La fonction 5 — exp(—x + v/3z + 1) admet la droite d’équation y = 5
comme asymptote horizontale en +oo.



Asymptote oblique

Définition : On dit que la droite d’équation y = a x+b (a € R*, b € R) est asymptote
oblique en +oc a4 6 si 11111 (f(z) —az —b) =0.
Tr—r+00
On dit que la droite d’équation y =a x+b (€ R* et b € R) est asymptote oblique
en —o0 @ €y si lim (f(z) —ax —b) =0.
Tr—r— 00

Ezemple : La fonction 2 + 1 x + 52%(z — 2) exp(—z) admet la droite d’équation
y=2+4 % x comme asymptote oblique en 4oc0.

Branche parabolique de direction (Ox)

Définition : On dit que € présente une branche parabolique de direction
asymptotique (Ox) en 400 si :

e lim f(x)=+oco.

r—+00
e lim @

r— 400 €T

=0

Exemple : La fonction Inx + /22 — 1 présente une branche parabolique de direction
asymptotique (Ox) en +oo.

Branche parabolique de direction (Oy)

Définition : On dit que € présente une branche parabolique de direction
asymptotique (Oy) en +oo si :

e lim f(x)=+oco.

xr—+00
e lim @

r— 400 €T

= t+00

Exemple : La fonction 1 — /7 + é présente une branche parabolique de direction
asymptotique (Oy) en +oo.

Branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax

Définition : On dit que € présente une branche parabolique de direction
asymptotique la droite d’équation y = ax en 400 si :
e lim M =a
r—+o0o I

. Igr}rloof(:r) —ax = +00

Exemple : Le graphe de la fonction § + /22 — 2 présente une branche parabolique

de direction asymptotique la droite d’équation y = %x en +o0.

mmm Recherche des branches infinies

Pour I’étude des branches infinies, pensez avant tout a utiliser les définitions, car ’énoncé vous guide souvent. Si
ce n’est pas le cas, vous procédez de la maniere suivante :

e Au voisinage d’un point a € I (une borne réelle de l'intervalle) :

~ si lim f(x) = +oo, la droite d’équation = a est asymptote verticale.
r—a

e Au voisinage d’une borne infinie de 'intervalle, par exemple +00 :

~ Si HIJP f(z) = ¢ € R, la droite d’équation y = ¢ est asymptote horizontale.
Tr—r+00

e Si lim f(xz) = +o0, il faut poursuivre l'analyse ...
r— 400

v Si lim @ = 0, la courbe présente une branche parabolique de direction asymptotique (Ox)
v Si lim @ = 400, la courbe présente une branche parabolique de direction asymptotique (Oy)

e Si lim —~* =a € R*, il faut poursuivre 'analyse ...
r—+o0 I

v Si 111}3 f(x) — ax = £oo, la courbe présente une branche parabolique de direction asymptotique la
r—r+00
droite d’équation y = ax

6



~ Si lir}rl f(z) —ax = b € R, la droite d’équation y = ax + b est asymptote & la courbe.
xr—r+00

Exercice 13 : Recherchez les asymptotes obliques des courbes d’équations

1. y=+vV22+4+3x+2
2. y=In(3+shx)

mn = Tracé de la courbe

La figure doit comporter les tangentes horizontales, les tangentes particulieres, les asymptotes.



